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Examen Resuelto

Ejercicio 1.

Pregunta 1.1. Sea A € R y considérense las matrices

1 A
fa) el
1 =X

Se pide:
(a) Estudiar si existe algun valor de A para el cual la matriz AB no tenga inversa.
(b) Estudiar el rango de la matriz BA en funcién del pardmetro .

(c) Para \ = 1, discutir el sistema (A*A) (z,y, 2)! = (a2, a?, 2a)’ segtin los valores de a.

Solucién:
(a) Calculamos primero AB (recordando que A es 2 x 3y B es 3 x 2, luego AB es 2 x 2):

(A1 (1]_A1 DA THT0EA T A AEL (CD A (=) ) (2 -1
oo )Y T T loreaos e 0o a () E () T o)

Su determinante es
det(AB) = (2\)-0— (=1)(—=1) = -1 #0.

Por tanto, AB es invertible para todo )\ € R. No existe ningin valor de A para el cual AB no
tenga inversa.

(b) Ahora calculamos BA (aqui B es 3 x 2y Aes 2 x 3, luego BA es 3 x 3):

2
1>\>\1)\ A M+1 0
BA:O—lO)\_1=O—)\1
1 =) A 1—X2 2\

Paso 1: ver si puede tener rango 3. Calculamos su determinante expandiendo por la tercera
columna:

A A2 +1 A A2 +1
—_ (_1)2+3 1. _1)3+3 . X
det(BA) = (—1) 1-det ()\ 1 )\2> +(—1) (2)) - det (O B

Los menores son

2
det (i ifé) = A1 =A%) = AN+ 1) = A1 =22 =X — 1) = —2X°,

0 =X
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Sustituyendo:
det(BA) = (—=1) - (=2X3) + (2)) - (=A%) = 20* —2\3 = 0.

Asi, det(BA) = 0 para todo A y por tanto (BA) < 2.
Paso 2: comprobar que el rango es al menos 2. Basta encontrar un menor 2 X 2 no nulo. Tomamos,
por ejemplo, el menor formado por las filas 1,2 y columnas 2, 3:

2

Como A? + 1 > 0 para todo A € R, este menor nunca se anula, luego (BA) > 2.
Concluimos:

(BA) =2 paratodo A € R.

(c) Para A =1,
(111 Dl
A_<O ) _1>, A'A =

El sistema (A'A) (2,5, 2)! = (a?,a?,2a)" queda:

— =
SN =
N O =

2

r+yt+z=a
x4+ 2y = a?
r+ 2z =2a

Restando la segunda ecuacion a la primera:
(x+y+2)—(x+2y) =0 = —y+2=0 = z=y.

De la segunda ecuacion:
r=a®— 2y.

Sustituimos en la tercera y usando z = y:

2

(a®> = 2y) +22=2a = (a®> —2y)+2y=2a = a®> =204 = a(a—2)=0.

Por tanto:

Discusion:

» Sia#0ya#2, lacondicién a? = 2a no se cumple, luego el sistema es incompatible (sin
solucién).

= Sia =0, el sistema es compatible indeterminado. Con z =y = t:

m:a2—2y:()—2t:—2t, y=t, z=t,

(x,y,2) = (—2t,t,t), t € R.

= Sia =2, el sistema es compatible indeterminado. Con z =y = t:

x:a2—2y:4—2t, y=t, z=t,

(z,y,2) = (4 —2t,t,t), t € R.
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Ejercicio 2.

Pregunta 2.1. Sea la funciéon
22 —6x+11, siz<2,
fz) =
Vox —1, six > 2.

(a) Estudie la continuidad de la funcién en R.
(b) Estudie los extremos relativos de la funcién en el intervalo (1, 3).

(c) Calcule el drea encerrada por la funcién y el eje OX entre z =1y = = 3.

Solucidn:

(a) Continuidad en R. Para z < 2, f(z) = 22 — 62 + 11 es un polinomio, luego es continua en
(—00,2). Para z > 2, f(z) = v/bz — 1 es continua en su dominio; como z > 2 = 5z —1> 9 > 0,
es continua en [2,00).
Solo hay que estudiar el punto de empalme x = 2:

lim f(z) = lim (2* —6x +11) =4 — 12411 = 3,

r—2~ r—2~
f@)=v6-2-1=+v9=3,  lim f(z)= lim VBo—1=V9=3.
T2+ 21

Como lim f(z) = lim f(x) = f(2), la funcién es continua en = = 2. Por tanto,
T2~ z—2+

| f es continua en R. |

(b) Extremos relativos en (1,3). Estudiamos la derivada por tramos.
Six <2,
f'(z) =2z — 6.
En (1,2) se cumple 2z — 6 < 0, luego f es estrictamente decreciente en (1,2) y no hay puntos
criticos en ese intervalo (pues 2z — 6 = 0 solo en x = 3, que no pertenece a (1,2)).

Sixz > 2
5

@) = o=t

En (2,3) se cumple f'(x) > 0, luego f es estrictamente creciente en (2,3) y tampoco hay puntos
criticos en (2, 3).
El punto x = 2 pertenece a (1,3) y es punto de empalme; ademas,

en (1,2) f decrece, yen (2,3) f crece.
Por cambio de monotonia, z = 2 es un minimo relativo. Su valor es
f(2) =3.

Concluimos:

En (1,3) hay un tnico extremo relativo: minimo en x = 2 con f(2) = 3.
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No hay méximos relativos en (1, 3).
(c) Area entre 2 =1 y z = 3. Primero comprobamos el signo: para = < 2,
22— 6z +11 = (z—3)2+2>0,
y para x > 2, /bx — 1 > 0. Por tanto f(z) > 0 en [1,3] y el drea pedida es
3
A= / dx—/(x2—6x+11)dx+/ V5 — 1du.
2

Calculamos cada integral:

/(m2—6x+11)dx= 7 — 3% 4 11z,
2 $3 2 8
/ (2? — 6z +11) dz = [?—sz—i-llx = (5—12+22) — <——3+11> =—
1
1
Para la segunda, si u = 5x — 1, entonces du = 5dx y de = %du:

5 3
Luego
/3 VBr—Tde = | 2 (50— 1)3/2 2 (1432 - 93/2) = 2 (14v14 - 27)
2 15 5 15 15 ‘
Sumando: A T
13 .28 4 _ 11+28V14
A= 14 2 .
E ( Vid- 7) 15 15 15
Por tanto,
4 l+28v1d
B 15 '

Ejercicio 3.

Pregunta 3.1. Sean los puntos A(0,0,0) y B(1,1,1), y la recta
roo(x,y,2) = (AMAA+1), AeR.
(a) Halle una ecuacién del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos.
(b) Halle una ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto B.

(¢) Halle una ecuacién de una recta que sea paralela a r y pase por A.

Solucién:
(a) Si un plano 7 es el plano de simetria que intercambia A y B, entonces:

» 7 pasa por el punto medio del segmento AB,
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= y es perpendicular al vector B (que actia como normal del plano).

Calculamos: AL .
AB=B - A=(1,1,1), M:T:<§,§,§>_

Luego una ecuacién de 7 es

(LL1) - ((z,y,2) - M) =0 = (z—5)+@y—-5+(z-3)=0 = |z+y+z2=12|

N W

(Equivalente: | 20+ 2y +22=3 |)

(b) La recta r puede escribirse como punto + direccién:
r: (z,y,2) =(0,0,1) + A(1,1,1),
asi que un punto de 7 es P = (0,0,1) y un vector director es
v=(1,1,1).

El plano buscado debe contener r y ademés pasar por B(1,1,1), por lo que también contiene el
vector

@=PB=B—-P=(1,1,0).

Un vector normal al plano es el producto vectorial
A=0xw=(1,11)x(1,1,0)=(1-0—-1-1, 1-1=1-0, 1-1—1-1) = (—1,1,0).
Tomando como normal 77 = (1, —1,0) y usando el punto B:
(1,-1,0)- ((z,9,2) = (1,1,1)) =0 = (2= —(y—1)=0 = [z —y=0]
Es decir, . (Se comprueba que r verifica x = y para todo A y que B cumple 1 =1.)

(c) Una recta paralela a r debe tener el mismo vector director ¢ = (1,1,1) y pasar por A(0,0,0):

: (z,y,2) =(0,0,0) +¢(1,1,1), t € R.

Equivalente: |z =t, y=1t, z =1 |

Ejercicio 4.

Pregunta 4. Segin los datos de la Comunidad de Madrid, en la temporada 2021-2022 la cober-
tura de la vacuna de la gripe entre mayores de 65 anos fue de un 73,2 %.

(a) Ante una situacién de brote epidémico, las autoridades deciden restringir aquellas reuniones
en las que la probabilidad de que haya més de una persona no vacunada sea mayor de 0,5.
Suponiendo que los asistentes a una reunién suponen una muestra aleatoria, jse deberian
restringir las reuniones de 5 personas mayores de 65 anos? ;Y las reuniones de 7 personas
mayores de 65 afios?
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(b) Se toma una muestra aleatoria de 500 personas mayores de 65 anos. Calcule, aproximando por
la distribucién normal adecuada, la probabilidad de que al menos 350 de ellos estén vacunados
contra la gripe.

Solucidn:

Sea p = 0,732 la probabilidad de estar vacunado y ¢ = 1 — p = 0,268 la de no estarlo.

(a) Sea X el nimero de no vacunados en una reunién de n personas. Entonces

X ~ Bin(n, q).
Se pide estudiar si
P(X >2)>0,5.
Como
PX>2)=1-P(X=0)-P(X =1)=1—p" —ngp" ",
calculamos:

» Paran=2>5:

P(X >2)=1—p° —5gp* = 1— 0,21016 — 0,38472 ~ 0,40511 < 0,5.

|N0 se deberian restringir las reuniones de 5 personas.

= Paran=71T:

P(X >2)=1—p" —7qp® =1—0,11261 — 0,28860 ~ 0,59879 > 0,5.

| Si se deberian restringir las reuniones de 7 personas.

(b) Sea Y el nimero de vacunados en una muestra de n = 500 personas. Entonces
Y ~ Bin(500, p), p = 0,732.

Comprobacién de aplicabilidad de la aproximaciéon normal: np = 366 y ng = 134 (ambos grandes).
Aproximamos por una normal

Y ~ N(u,0%), p=np=366, o>=npg=>500-0,7320,268 = 98,088,

o = 1/98,088 =~ 9,904.

Se pide P(Y" > 350). Con correccién de continuidad:

3495 —
P(Y > 350) ~ P(N > 349,5) = P (Z > —“> . Z~N(0,1).
g
349,5 — 366
220 D~ —1,666.
9,904 /060

Luego
P(Y > 350) ~ P(Z > —1,666) = ®(1,666) ~ 0,952.

P(Y > 350) ~ 0,952.
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